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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
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Pozorovanie: pre definicii limity funkcie v nevlastnom bode xq = oo alebo
Xo = —oo nemame pochybnost o tom, ,z ktorej strany” sa k tomuto
hromadnému bodu blizime. Pri X € R sa to ale m6ze udiat z dvoch stran!

Ondrej Hutnik Matematicka analyza FRP



V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
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Pozorovanie: pre definicii limity funkcie v nevlastnom bode xq = oo alebo
Xo = —oo nemame pochybnost o tom, ,z ktorej strany” sa k tomuto

hromadnému bodu blizime. Pri X € R sa to ale m6ze udiat z dvoch stran!

Oznagenie: pravym okolim bodu xg € R rozumieme mnozinu 6 (xg) := 6* (xg) N (Xg, +o0)
favym okolim bodu xg € R rozumieme mnozinu &~ (Xg) := 6™ (Xg) N (—o0, Xg)
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
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Pozorovanie: pre definicii limity funkcie v nevlastnom bode xq = oo alebo
Xo = —oo nemame pochybnost o tom, ,z ktorej strany” sa k tomuto
hromadnému bodu blizime. Pri X € R sa to ale m6ze udiat z dvoch stran!

Oznagenie: pravym okolim bodu xg € R rozumieme mnozinu 6 (xg) := 6* (xg) N (Xg, +o0)
favym okolim bodu xg € R rozumieme mnozinu &~ (Xg) := 6™ (Xg) N (—o0, Xg)

Definicia — jednostranna limita funkcie sprava

Nech Xo € R je hromadny bod mnoziny Ds N (Xg, +0c). Hovorime, Ze Cislo
a € R* je limitou sprava funkcie f v bode xq, zapisujeme Iim+f(x) = a, akk
X—»X0

(VO(a))(30(x0))(vx € D N 0" (x0))f(x) € O(a).
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
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Pozorovanie: pre definicii limity funkcie v nevlastnom bode xq = oo alebo
Xo = —oo nemame pochybnost o tom, ,z ktorej strany” sa k tomuto
hromadnému bodu blizime. Pri X € R sa to ale m6ze udiat z dvoch stran!

Oznagenie: pravym okolim bodu xg € R rozumieme mnozinu & (xg) := 6* (xg) N (Xg, +o0)
favym okolim bodu xg € R rozumieme mnozinu &~ (Xg) := 6™ (Xg) N (—o0, Xg)

Definicia — jednostranna limita funkcie zfava

Nech Xo € R je hromadny bod mnoziny Ds N (—oo, Xo). Hovorime, Ze Cislo
b € R* je limitou zlava funkcie f v bode Xxq, zapisujeme lim f(x) = b, akk

X—Xo

(VO (0))(30(x0))(vx € Dt N G~ (x0)) F(x) € O(b).
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
(Jim 1) =a & (YO@)(EO(x0))(vx € Dt N 0% () 1(x) € O(a)

Délezité pozorovanie: ak f je definovana iba na nejakom pravom [favom]
okoli hromadného bodu xg, tak limita funkcie f v bode xq je ekvivalentna
limite f sprava [zlava] v X!
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
(Jim 1) =a & (YO@)(EO(x0))(vx € Dt N 0% () 1(x) € O(a)

Délezité pozorovanie: ak f je definovana iba na nejakom pravom [favom]
okoli hromadného bodu xg, tak limita funkcie f v bode xq je ekvivalentna
limite f sprava [zlava] v X!

Ako ale vo vSeobecnosti spolu tieto tri limity savisia?
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
(Jim 1) =a & (YO@)(EO(x0))(vx € Dt N 0% () 1(x) € O(a)

Délezité pozorovanie: ak f je definovana iba na nejakom pravom [favom]
okoli hromadného bodu xg, tak limita funkcie f v bode xq je ekvivalentna
limite f sprava [zlava] v X!

Ako ale vo vSeobecnosti spolu tieto tri limity savisia?

Nech xo € R je hromadny bod mnoZzin Ds N (Xg, +00) a Df N (—o0, Xg). Potom

lim f(x)=aeR* & Ilim f(x)= lim f(x)=a.
X—Xo X=X X—X

0
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
(Jim 1) =a & (YO@)(EO(x0))(vx € Dt N 0% () 1(x) € O(a)

Délezité pozorovanie: ak f je definovana iba na nejakom pravom [favom]
okoli hromadného bodu xg, tak limita funkcie f v bode xq je ekvivalentna
limite f sprava [zlava] v X!

Ako ale vo vSeobecnosti spolu tieto tri limity savisia?

Nech xo € R je hromadny bod mnoZzin Ds N (Xg, +00) a Df N (—o0, Xg). Potom
lim f(x)=aeR* & Iim+f(x) = lim f(x)=a.
X—>XO

X—Xo X=X,

Priklad: Vypotitajte (ak existue) limitu lim — % T X =2
- Vypoctiay ) A X —D)(x £ 3)]

Ondrej Hutnik Matematicka analyza FRP



V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jednostranné limity funkcie
(Jim 1) =a & (YO@)(EO(x0))(vx € Dt N 0% () 1(x) € O(a)

Délezité pozorovanie: ak f je definovana iba na nejakom pravom [favom]
okoli hromadného bodu xg, tak limita funkcie f v bode xq je ekvivalentna
limite f sprava [zlava] v X!

Ako ale vo vSeobecnosti spolu tieto tri limity savisia?

Nech xo € R je hromadny bod mnoZzin Ds N (Xg, +00) a Df N (—o0, Xg). Potom
lim f(x)=aeR* & Iim+f(x) = lim f(x)=a.
X—>XO

X—Xo X=X,

Priklad: Vypotitajte (ak existue) limitu lim — % T X =2
- Vypoctiay ) A X —D)(x £ 3)]

() lim f(x)=a < XIirT01+f (3)=a

X——+o0

(1) Jim f(x)=b « lim f(

X—0—

X[

)=b
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

lim SIn X 1
x—0 X
x = 2.000
tgx- ................... C f(x) — 04546487134
1 ]
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0 D A )
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

jim SNX 4
x—0 X
x = 1.600
tg B A C f(x) — 0.6247335019
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

sin x
lim — =1
x—0 X
x =1.200
tg B A C f(x) — 07766992383
. 1 B
SIN X vceveenesd
X
0 D A
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

Fiig S )
x—0 X
x = 0.800
tgx- ................... C f(x) — 0.8966951136
: : B fx)
SIN X vceveenesd
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

sin x
lim — =1
x—0 X
x = 0.400
tg B A C f(x) — 0.9735458558
. 1 B
SIN X vceveenesd
X
0 D A
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

Fiig S )
x—0 X
x = 0.090
tg B A C f(x) — 0.9986505466
Sf(x)<
! B f
SIN X vceveenesd
- X
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

Fiig S )
x—0 X
x = 0.040
tg B A C f(x) — 0.9997333547
Sf(x)<
! B f
SIN X vceveenesd
- X
(0] D A i
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

i
x—0 X
x = 0.040
tg B A C f(x) — 0.9997333547
Sf(x)<
! B f
SIN X4 eceveenesd
- ) X
(0] D A i

@ obsah trojuholnika OAC je %%,
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

i
x—0 X
x = 0.040
tg B A C f(x> — 0.9997333547
Sf(x)<
! B f
SIN XA ceveenessd
- ) X
(0] D A i

@ obsah trojuholnika OAC je %%,
@ plocha kruhového vyseku OAB je - - 7 - 1% = %;
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

i
x—0 X
x = 0.040
tg B A C f(x> — 0.9997333547
Sf(x)<
! B f
SIN XA ceveenessd
- ) X
(0] D A i

@ obsah trojuholnika OAC je %%,
@ plocha kruhového vyseku OAB je - - 7 - 1% = %;

@ obsah trojuholnika OAB je S1x;
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Jedna z dolezitych limit

Fiig S )
x—0 X
x = 0.040
gL, C f(x) = 09997333547
. 1 B Sf(x)q
11115, Seeae e aa R
X . -
(0] D A i
@ obsah trojuholnika OAC je %%,
@ plocha kruhového vyseku OAB je - - 7 - 1% = %;
@ obsah trojuholnika OAB je 30X 5””‘
t
(Vxe (0,%)) ¥<g<% & SinX < X < tgx
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

() Vlastna limita funkcie
Existuje nieco ako C-B kritérium pre limitu funkcie?

Veta (Dirichletova, 1872)

Nech xo € R* je hromadny bod Ds. Potom
Jim f(x) eR & (Ve > 0)(I0(X0))(VX',x" € 0*(xo) NDx) [f(x") —f(x")| < e.

PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859)
Nacrt dokazu: = ako pri Cauchyho-Bolzanovom kritériu konvergencie postupnosti (trojuholnikovéa nerovnost)...
<= pouzijeme Heineho vetu: pre fubovolnd postupnost (zn)$° C Dy \ {Xo} konvergujlicu k xg je podra predpokladu

postupnost (f(zn))7° fundamentélna, a teda konvergentna.
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

() Vlastna limita funkcie
Kazda konvergentna postupnost je ohranicena. Aké je verzia pre funkcie?

Veta (o lokalnej ohrani¢enosti funkcie majucej vlastna limitu)

Nech X € R* je hromadny bod Ds. Ak f ma viastnu limitu v bode Xo, potom
existuje prstencové okolie bodu xg, na ktorom je f ohraniena, t.j.

lim f(x) €R = (IK > 0)(30(x0))(vX € 0*(%0) NDy) [f(x)| < K.

(a.fa)

-0
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Vety o limitach funkcie v bode

V. Diferencialny po cet

() Vlastna limita funkcie

Veta (zakladné aritmetické operacie s vlastnou limitou funkcie)

Nech s dané funkcie f a g a xo € R* je hromadny bod D; N Dg. Ak
limf(x)=aeR aXIirr)l( g(x) =b e R, tak
—Xo

X—Xo
(1) existuje XIRO [f(x)] a plati leo [f(x)| = |al;
(i) existuje lim (f £g)(x) aplati lim (f £g)(x) =a=+Db;
X—Xo X—Xop
(i) existuje XIirr)1( (f -9)(x) a plati Xlirr)1( (f-g)(x)=a-b;
—Xo —Xo

- ele [ & i lim f(x) = 2
(iv) ak b # 0, tak existuje leo g (X) aplati leo s(X)=¢.
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Vety o limitach funkcie v bode

V. Diferencialny po cet

() Vlastna limita funkcie

Veta (zakladné aritmetické operacie s vlastnou limitou funkcie)

Nech s dané funkcie f a g a xo € R* je hromadny bod D; N Dg. Ak
limf(x)=aeR aXIirr)l( g(x) =b e R, tak
—Xo

X—Xo
(1) existuje lim |f(x)| a plati lim [f(x)| = |al;
X—Xg X—Xo

(i) existuje Xlirr)l( (f £9)(x) a plati Xlin)w( (f£g)(x)=axb;

(i) existuje le (f -9)(x) a plati XIEQ (f-g)(x)=a-b;

- ele [ & i lim f(x) = 2
(iv) ak b # 0, tak existuje leo g (X) aplati leo s(X)=¢.

Dosledok
Nech xo € R* je hromadny bod D;. Ak Xlin;n( f(x) =aeR,tak
—Xo

(i) (Yo € R) existuje XILnJ( (o - F)(x) @ plati XILn; (a-F)(X)=a-a;

(i) (Vn € N) existuje lim f"(x) a plati lim f"(x) = a".
X—Xo X—Xo
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

() Vlastna limita funkcie

Veta (zakladné aritmetické operacie s vlastnou limitou funkcie)

Nech s dané funkcie f a g a xo € R* je hromadny bod D; N Dg. Ak
limf(x)=aeR aXIirr)l( g(x) =b e R, tak
—Xo

X—Xo
(1) existuje lim |f(x)| a plati lim [f(x)| = |al;
X—Xg X—Xo

(i) existuje X””)‘(O(f £ g)(x) a plati Xlin)w( (f£g)(x)=axb;
(i) existuje XIirr)1( (f -9)(x) a plati Xlirr)1( (f-g)(x)=a-b;

- ele [ & i lim f(x) = 2
(iv) ak b # 0, tak existuje leo g (X) aplati leo s(X)=¢.

Priklady:
® Vypotitajte (ak existuje) limitu _lim (\/1 +X+x2—/1-x+ x2).
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

() Vlastna limita funkcie

Veta (zakladné aritmetické operacie s vlastnou limitou funkcie)

Nech s dané funkcie f a g a xo € R* je hromadny bod D; N Dg. Ak
limf(x)=aeR aXIirr)l( g(x) =b e R, tak
—Xo

X—Xo
(1) existuje lim |f(x)| a plati lim [f(x)| = |al;
X—Xg X—Xo

(i) existuje Xlirr)l( (f £9)(x) a plati Xlin)w( (f£g)(x)=axb;

(i) existuje le (f -9)(x) a plati XIEQ (f-g)(x)=a-b;

- ele [ & i lim f(x) = 2
(iv) ak b # 0, tak existuje leo g (X) aplati leo s(X)=¢.

Priklady:
® Vypotitajte (ak existuje) limitu _lim (\/1 +X+x2—/1-x+ x2).

V2 —/1+ cosx

@ Vypocitajte (ak existuje) limitu lim .
ypocitajte ( je) o XVITx - 1)
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