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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

() Vlastna limita v nevlastnom bode

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xg, akk (V& (a))(30(xo))(Vx € &*(Xo) N Ds)f(x) € O(a).

() vlastna limita funkcie — v nevlastnom bode  +oco
) Iirp f(x) =a & (Ve >0)(36 > 0)(Vx € Dy) (x >4 = [f(x) —a| <e)

() vlastna limita funkcie — v nevlastnom bode —00
im f(x)=b < (¥e>0)(35 > 0)(vx € D) (x <=6 = [f(x)—b| <e)
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Dal3ia dolezita limita funkcie... a opat Euler?

Moreover, for the sake of brevity, let us put for this number 2,71... etc. consistently the letter e, which therefore shall
denote the base of natural logarithms.
Leonhard Eulertntroductio in analysis infinitorun1748)

Pripomenutie: Eulerovo ¢islo e sme 14. marca 2024 (MANb10) definovali spdsobom
) n+1

Jim (14 1) —e= im (141

a
Nech lim ap = +oo. Potom _lim (1 + i) " _e
n—oo n—oo an

Désledok (Vety 111.9 a Heineho vety)

(vacR) lim (1+ a)* — e

Veta V.7
. a X
() (vaeR) lm (1+%) =¢
(i) (vaeR) lim(1+ ax)x = e
(i) (va >0, a;é 1) lim 8,(%) _ g, e
(V) (va>0,a#1) lim &=t =Ina
Xx—0




V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Dal3ia dolezita limita funkcie... a opat Euler?

Moreover, for the sake of brevity, let us put for this number 2,71... etc. consistently the letter e, which therefore shall
denote the base of natural logarithms.
Leonhard Eulertntroductio in analysis infinitorun1748)

n n+1
Pripomenutie: Eulerovo cislo e sme v MANa definovali spésobom _ lim (1 + l) =e= lim (1 + l) + .
n— oo n n—oo n

Désledok (analyticky predpis exponencialnej funkcie)

o t
(vx €R) lim (1+7%) =e

Poznédmka: Z predchadzajdcich tvrdeni a Vety o limite zloZenej funkcie jednoducho dostaneme:

Skratka: urychlenie vypoctu limit stvisiacich s Eulerovym ¢islom

Nech _lim f(x) = 0.
X—>X0

() by @ T2 [ el e Gl i frnttaie & (fx()x)*l taklim d (fx()x)*l
—X0

=1,

(ii) Ak x € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie MEH) o jjm QX)) _ 9
(x) X—Xq (x)

X[

Priklad: Vypocitajte (ak existuje) limitu Iimo(l —sinx)x.
X—
a o T . 23\ IN(1+x?)
Priklad: Vypocitajte (ak existuje) limitu I|m0 (e‘l/ x ) .
X—
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

(I) Nevlastné limity funkcie
Pozorovanie: pri niektorych doteraz pocitanych limitdch sme pouzivali Gvahy, ktoré sa zdaju byt z hfadiska nasich skisenosti

2
Vv narabani s limitou postupnosti prirodzené, napr. ,ak x — 0, tak :L/><2 — +ooael/* - too*. Teraz tieto avahy
zlegalizujeme a vytvorime k nim potrebn0 teériu.

Motivacny priklad

1
X

Vypocitajte (ak existuje) limitu Iimo(l — COSX)
X—

Uvahy, otazky, problémy:
(a) ked'Ze Ziadnu vetu o vypocte limity funkcie f(x)g(x) vo vSeobecnosti nemame (ani mat nebudeme!), najprv urobime prepis

1 1

(1 — cosx)X = ex In(1—cos x)
za predpokladu, Ze f(x) = 1 — cosx > 0 na nejakom okoli bodu xg = 0;
(b) uz vieme, ze lim cosx = 1,ateda lim f(x) =1—1=0;
x—0 x—0

(c) ako sa sprava kompozicia In f(x) na okoli bodu xy = 0?
(d) ako sa sprava funkcia g(x) = % na okoli bodu xg = 0?
(e) ako sa sprava sucin g(x) In f(x) na okoli bodu xg = 0?
(f) ako sa nakoniec sprava kompozicia €2) " (¥) na okoli bodu xy = 0?

Pomdct nam mdze Veta o limite zlozenej funkcie, ale potrebujeme vediet zodpovedat vysSie polozené otazky (suvisiace

s nevlastnou limitou funkcie).
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

(I) Nevlastné limity funkcie — zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xo, akk (Y&(a))(30(x0))(Vx € O*(xo) N D¢) f(x) € O(a).

Pripomenutie: okolie bodu oo je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R
okolie bodu — oo je lubovofny otvoreny interval (—oo, b), kde b € R

x = 1.00000
f(x)=1.00
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

(I) Nevlastné limity funkcie — zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xo, akk (Y&(a))(30(x0))(Vx € O*(xo) N D¢) f(x) € O(a).

Pripomenutie: okolie bodu oo je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R
okolie bodu — oo je lubovofny otvoreny interval (—oo, b), kde b € R

x = 0.70000
f(x) =143

Ondrej Hutnik Matematicka analyza FRP



V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

(I) Nevlastné limity funkcie — zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xo, akk (Y&(a))(30(x0))(Vx € O*(xo) N D¢) f(x) € O(a).

Pripomenutie: okolie bodu oo je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R
okolie bodu — oo je lubovofny otvoreny interval (—oo, b), kde b € R

x = 0.30000
f(x) =333
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

(I) Nevlastné limity funkcie — zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xo, akk (Y&(a))(30(x0))(Vx € O*(xo) N D¢) f(x) € O(a).

Pripomenutie: okolie bodu oo je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R
okolie bodu — oo je lubovofny otvoreny interval (—oo, b), kde b € R

x = 0.20000
f(x) =5.00
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

(I) Nevlastné limity funkcie — zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xo, akk (Y&(a))(30(x0))(Vx € O*(xo) N D¢) f(x) € O(a).

Pripomenutie: okolie bodu oo je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R
okolie bodu — oo je lubovofny otvoreny interval (—oo, b), kde b € R

x = 0.10000
f(x) = 10.00
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

(I) Nevlastné limity funkcie — zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xo, akk (Y&(a))(30(x0))(Vx € O*(xo) N D¢) f(x) € O(a).

Pripomenutie: okolie bodu oo je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R
okolie bodu — oo je lubovofny otvoreny interval (—oo, b), kde b € R

x = 0.06000
f(x) = 16.67
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

(I) Nevlastné limity funkcie — zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xo, akk (Y&(a))(30(x0))(Vx € O*(xo) N D¢) f(x) € O(a).

Pripomenutie: okolie bodu oo je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R
okolie bodu — oo je lubovofny otvoreny interval (—oo, b), kde b € R

x = 0.01000
f(x) = 100.00
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V. Diferencialny po cet

(1) Nevlastné limity funkcie — zopakovanie

Topologicka (super)definicia limity funkcie

Nech xp € R* je hromadny bod D;. Hovorime, ze Cislo a € R* je limitou
funkcie f v bode xg, akk (V& (a))(30(xo))(Vx € &*(Xo) N Ds)f(x) € O(a).

Pripomenutie: okolie bodu oo je fubovolny otvoreny interval (a, +o0), kde a € R
okolie bodu — oo je lubovofny otvoreny interval (—oo, b), kde b € R

(ll1) neviastna limita a = +oo vo vlastnom bode xg € R
Xlmef(x) =400 & (Ve >0)(35 >0)(vx €Df) (0< |[x —X%X| <& = f(x)>e)
(Il3) nevlastna limita a = +oo v nevlastnom bode xp = +oo
ijmf(x) =+oo & (Ve >0)(36 > 0)(Vx € Df) (x >6 = f(x)>¢)
(l13) nevlastna limita a = +oo v nevlastnom bode xg = —oco

i f(x) = foo & (Ve >0)(35 > 0)(¥x € Dy) (x < =6 = f(x) > ¢)

(Il4) nevlastna limita a = —oo vo vlastnom bode xg € R
Xmof(x) =—o00 & (Ve >0)(35>0)(Vx €Df) (0< [x —Xo| <6 = f(x) < —e)
(Il5) nevlastna limita a = —oo v nevlastnom bode xg = +oo
im_ f(x) = —co & (Ve > 0)(38 > 0)(Vx € Dy) (x>38 = f(x) < —¢)
(llg) nevlastna limita a = —oo v nevlastnom bode xg = —oo

lim  f(x) = +o0 & (Ve > 0)(36 > 0)(Vx € Df) (x < =6 = f(x) < —¢)

X— — o0
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Motivacny priklad

1
X

1
Vypocitajte (ak existuje) limitu Iimo(l — COSX)X = Iim0 exp( —In(1 — cosx)).
X — X — X

(c) Ako sa sprava kompozicia Inf(x) na okoli bodu xg = 0?
(ll4) nevlastna limita a = —oo vo vlastnom bode xg € R

Xmof(x) =—00 & (Ve >0)(35 >0)(vx € D) (0< [x —Xp| <6 = f(x) < —¢)
Priklad: Dokazte, ze Iing+ Iny = —oo0.
y—

(f) ako sa sprava kompozicia e2)"fX) na okoli bodu xo = 0?
(I13) nevlastna limita a = +oo v nevlastnom bode xp = +oo

lim  f(x) = 4oco < (Ve >0)(35 > 0)(Vx € Df) (x >3 = f(x) > ¢)

X—+o00
Priklad: Dokazte, Zze |lim & = +oo.
Z—00
(I3) vlastna limita a € R v nevlastnom bode xg = —oo

lim f(x)=aeR & (Ve >0)(36 >0)(vx €Ds) (x < —6 = [f(x)—a] <e)

Priklad: Dokazte, ze ] lim e =0.
——00

(Doméca) Uloha: Odvodte limitné spravanie sa funkcii a alog, x pre a > 0, a # 1!
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Motivacny priklad

1
X

1
Vypocitajte (ak existuje) limitu Iimo(l — COSX)X = Iim0 exp( —In(1 — cosx)) .
X — X — X

(d) ako sa sprava funkcia g(x) = < na okoli bodu xo = 0?

Veta (o vztahu medzi nevlastnou a nulovou limitou funkcie)

Nech xo € R* je hromadny bod Ds.

(i) Ak I|m [f(x)| = +00, tak existuje_lim f  a plati I|n)1( o = O.

(i) Ak Iim f(x) = 0 a existuje 0*(xo), na ktorom je f kladna, tak

v
XIET)](0 700 +00.

(i) Ak Iim f(x) = 0 a existuje 0*(xo), na ktorom je f zaporna, tak

I|m i = —o0.
M 700
Priklad: DokaZte, ze lim i =+cca lim 1= —oc.
x—0+ X x—0— X
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Motivacny priklad

1
X

1
Vypocitajte (ak existuje) limitu Iimo(l — COSX)X = Iim0 exp( —In(1 — cosx)) .
X — X — X

(e) ako sa sprava sucin g(x) Inf(x) na okoli bodu xo = 0?

Veta (0 operéaciach s nevlastnymi limitami funkcie)

Nech xo € R* je hromadny bod D; N Dy.
() Nech Xlirr)( f(x) = 400 a existuje 0*(xo), na ktorom je g ohrani¢ena
—Xo
zdola. Potom [im (f +g)(x) = +oo.
—Xo
(i) Nech Xlirr)1( f(x) = 400 a existuje &*(xo), na ktorom je g ohrani¢ena
—Xo
zdola kladnou konStantou. Potom Xlirr)( (f-9)(X) = +oo.
—Xo
(i) Nech Xlirr)l( f(x)=c #0, Xlin)1( g(x) = 0 a existuje &*(xo), ha ktorom je g
—Xo —Xo
kladna. Potom
. f {Jroo, c>0
lim —(x) = .
—o0, €<O0
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Motivacny priklad

1 1
Vypocitajte (ak existuje) limitu Iimo(l — COSX)X = Iim0 exp( —In(1 — cosx)).
X — X — X

(e) ako sa sprava sucin g(x) Inf(x) na okoli bodu xo = 0?
Désledok
Nech xo € R* je hromadny bod D; N Dy.
(i) Ak lim f(Xx) = 4+ocoa lim g(x) =a e R*\ {—o0}, tak
X—Xo X—Xo
lim (f +g)(x) = +oo.
X—Xg

(i) Ak Ilim f(x) =4occa lim g(x) =a> 0, tak lim (f - g)(x) = +oc.
X—Xo X—Xo X—Xop

400, €>0
—00, €<0°

(i) Ak XILn;( f(x) =+ccac e R\ {0}, tak XILmX (c-f)(x) = {

Priklad: Vypocitajte (ak existuje) limitu Iimo % In(1 — cosx).
X—
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V. Diferencialny po cet Vety o limitach funkcie v bode

Motivacny priklad — zhrnutie

1
X

1
Vypocitajte (ak existuje) limitu Iimo(l — COSX)X = Iim0 exp( —In(1 — cosx)).
X — X — X

(c) ako sa sprava kompozicia Inf(x) na okoli bodu xo = 0?
Ked'ze >(Iimo(l —cosx) =0af(x) =1—cosx > 0na 6’*% (0), podra Vety o limite zloZzenej funkcie plati

lim In(1 —cosx) = lim Iny = —oco.
x—0 y—0t

(d) ako sa sprava funkcia g(x) = = na okoli bodu xo = 0?

1
X

neexistuje, ale existuji nevlastné jednostranné limity Iim+ L —4o0a lim % = —o0.
x—0

Limita lim E
x—0 x—0—

(e) ako sa sprava sucin g(x)Inf(x) na okoli bodu xo = 0?

Podra predchadzajiceho kroku nemdzeme ocakavat existenciu limity, ale pozrieme sa na jednostranné limity

1 1
lim —In(1 —cosx) = —oco a lim —In(1 —cosx) = +oo
x—07t X x—0— X

podla Dosledku Vety o operaciach s nevlastnymi limitami.
(f) ako sa nakoniec sprava kompozicia e9®)"f(X) na okoli bodu xo = 0?

VysSie popisanu situaciu by eSte mohla zachranit' limita vonkajSej zlozky, avSak

) 1 . ) 1 ’
lim exp(— In(1 — cosx)) = lm &€=0 a lim exp(— In(1 — cos x)) = lim €& =+4o0
x—0t X Z——o0 X Z—+oo

x—0—

podfa Vety o limite zloZenej funkcie. Teda uvedena limita v motivacnom priklade neexistuje .
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