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Asymptoty grafu funkcie — pouzitie limit

We're like asymptotes. We can get closer and closer (absolutely close) but can never get together.

Definicia — asymptota bez smernice (ABS)

Nech xp € R je hromadny bod Ds. Priamku p : X = X nazyvame asymptota
bez smernice grafu funkcie f, akk

lim f(x) = +oo Vv I|m | f(x) =—c0 v lim f(x) =400 V lim f(x)=—oco

X—>X X—Xg~ X—»XO_
Poznamky:
o adeptmi na ABS st hromadné body Dy, v ktorych f nie je definovana; Y
@ v zavislosti od D; méze mat funkcia f } }
— Ziadnu ABS, napr. €, sinx, arctgx, SIIX atd. } }
_ ~ ~ /X 1 q
kone&ny pocet ABS, napr. Inx, et/X, ol atd'. | }
— nekonecne vela ABS, napr. tgx, cotgx, atd'. |
I I
Priklad: Najdite vietky ABS grafu funkcie e
\ \ y=rf)
. (x —1)3 i
'y = —_— o x0— & r0x0+8 =
X—2
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V. Diferencialny po cet Spojitost funkcie

Asymptoty grafu funkcie — pouzitie limit

We're like asymptotes. We can get closer and closer (absolutely close) but can never get together.

Definicia — asymptota so smernicou (ASS)

Nech +oo [—oc] je hromadny bod Ds. Priamku p : y = ax + b nazyvame
asymptota so smernicou grafu funkcie f v bode +oo [—o0], akk

Jim (f(x) — (ax +b)) =0 [ lim_(f(x) — (ax + b)) = o] .

Poznamky:

@ definicia ASS vyZaduije, aby f bola definovana na okoli bodu +oo, y
resp. na okoli bodu —oo;

y=f(x)

Q Aass je priamka, ktorej vzdialenost od grafu funkcie v bode +oo,
resp. v bode —oo je nulovéa;
@ v zavislosti od Df moZe mat funkcia f
— ziadnu ASS, napr. arcsin x, tgx, Inx, x2, atd.
c 2
~ jednu ASS, napr. x, SIX e=1/X% 1 atg.
— dve ASS, napr. arctgx, |x|, atd’. p
Ziadna in4 moZnost neexistuje!

Ako urCit' (vypocitat) koeficienty ASS?
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V. Diferencialny po cet Spojitost funkcie

Asymptoty grafu funkcie

We're like asymptotes. We can get closer and closer (absolutely close) but can never get together.

Veta (o vypocte koeficientov asymptoty so smernicou)

Nech =+oo je hromadny bod Ds. Priamka p : y = ax + b je asymptotou so
smernicou grafu funkcie f v bode +oo prave vtedy, ked'

. f(x .
lim Q:aeR a lim (f(x)—ax)=beR.
X—Foco X X—Foo
y y
y=flx)
k_/ v=fx)
P P
O X 0 x
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V. Diferencialny po cet Spojitost funkcie

Asymptoty grafu funkcie

We're like asymptotes. We can get closer and closer (absolutely close) but can never get together.

Veta (o vypocte koeficientov asymptoty so smernicou)

Nech =+oo je hromadny bod Ds. Priamka p : y = ax + b je asymptotou so
smernicou grafu funkcie f v bode +oo prave vtedy, ked'

lim m:aeIR a lim (f(x)—ax)=beR.
X—Foco X X—Foo
y
T . y=flx)
Priklad: Najdite vSetky ASS grafu funkcie \_/ /
v =1
f.y= 7
p
(o} X
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V. Diferencialny po cet

Spojitost funkcie v bode — zopakovanie

Here we call a quantity a continuous function of, if after choosing a quantity the existence of can be proved, such
that for any value betweery — & andxg + 6 the corresponding value gflies betweeryg — € andyg + .
Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1874)

Definicia — spojitost funkcie v bode

Hovorime, Ze funkcia f je spojita v bode xg € Dy, akk
(Ve > 0)(30 > 0)(¥x € Dx) [|Xx —Xo| < ¢ = |f(x)—F(X0)| < el

— Vv izolovanom bode xg € Dy je kazda funkcia spojita!
— ako suvisi spojitost funkcie v hromadnom bode s limitou funkcie?

Charakterizacia spojitosti funkcie v bode

Nasledujuce tvrdenia su ekvivalentné:
f je spojitd v bode xq € Ds;
(VO-(f(%0)))(3C5(%0)) (VX € Ds) [x € Os(x0) = f(X) € O-(f(%0))];
(V(Xn)3° € N® X,y € Df) Xo — Xo = f(Xn) — (o).
AK Xg je hromadny bod Ds, potom kazda z predchadzajlcich podmienok je
ekvivalentna s podmienkou
existuje X|ET)1( f(x)a lim f(x) = f(xo).

X—Xo
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V. Diferencialny po cet Spojitost funkcie

sgn(z) 2] .
3 4 ?—}
2 3 9—}
1 2 = :
1 ?—}
3 2 1 1 2 8 @ L ; \ .
1 1 7 1 2 3 4 5 2
- ‘
"hrubo" nespojita "jednostranne" nespojita

Definicia — jednostranna spojitost funkcie v bode

Hovorime, Ze f je spojita v bode xo € Ds sprava [zlava], akk pre kazdé > 0
existuje 6 > 0 také, ze pre vSetky x € D plati, Ze ak X € (Xg,Xg + 9)
[x € (X0 — 9, %o)], tak [f(x) — f(xo)| < e.

Doélezité pozorovania:

() ak f je definovana len na nejakom pravom [favom] okoli bodu xo € Dy,
tak spojitost f v bode Xg je ekvivalentna spojitosti f sprava [zlava] v Xo;

(i) ak xg € Dy je izolovany bod, tak podla definicie f je zrejme spojita
sprava aj zlava v bode x, (a uz vieme, Ze je tam aj spojita!).
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V. Diferencialny po cet Spojitost funkcie

Veta (charakterizacia pravostrannej spojitosti funkcie v bode)
Nech Xxg € Df. Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(1) f je spojita v bode xq sprava;

(1) (VO-(f(%0)))(3O5 (%0))(¥X € Dx) [x € OF (xo0) = f(x) € O-(f(X0))];
(1) (V(xn)5° € NB Xn € D) Xq — X& = f(Xa) — f(Xo).

Ak Xo je hromadny bod mnoziny Ds N (Xg, +o0), potom kazda
z predchadzajucich podmienok je ekvivalentna s podmienkou

(Iiv) existuje lim f(x)a lim f(x) = f(xo).
X—Xg X—Xg

— ako suvisi jednostranna spoijitost’ a spojitost’ funkcie v bode?
— pre izolované body oba pojmy splyvaju!!! A pre hromadné body?

Nech xq € Ds je hromadny bod mnozin Ds N (Xp, +00) @ Df N (—o0, Xo).
Funkcia f je spojita v bode xq prave vtedy, ked' f je spojita v Xg sprava a
sucasne zlava.
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V. Diferencialny po cet

Klasifikacia bodov nespojitosti funkcie (v hromadnom bode Ds!11)

Fakt: ak f nie je definovana v bode xp, nemo6ze tam byt spojita! Dévody nespojitosti sa daju rozdelit do 3 (disjunktnych) skupin:
bod xo ¢ Df nazyvame bod odstranitelnej nespojitosti funkcie f, akk
existuje vlastnd limita lim f(x) = a;

X—Xo
Priklad: bod xg = 0 je bod odstranitelnej nespojitosti funkcie f(x) = 5'2—*

bod xg nazyvame bod neodstranitelnej nespoijitosti 1. druhu funkcie f,
akk existuji kone¢né jednostranné limity lim f(x) # lim f(x);
X—Xg

X—>X0

1
Trel/X
bod xy nazyvame bod neodstranitefnej nespojitosti 2. druhu funkcie f,
akk aspon jedna z jednostrannych limit neexistuje alebo je nevlastna;

Priklad: bod xg = 0 je bod neodstranitefnej nespojitosti 2. druhu funkcie f(x) = sin %

y=fx)

x1 |0 x X3 x4 x

Ondrej Hutnik

Priklad: bod xo = 0 je bod neodstranitefnej nespojitosti 1. druhu funkcie f(x) =
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Operacie so spojitymi funkciami — zopakovanie
Pripomenutie: funkcia je trivialne spojita v kazdom izolovanom bode svojho definicného oboru!
funkcia f je spojita v hromadnom bode xg € Df < M Iin}( f(x) = f(xp)
—Xo

Veta (o zovreti pre spoijité funkcie)

Nech f,g su spojité v bode xo € Dy N Dy N Dy a f(Xo) = g(Xo) = h(Xo). Ak
(30 > 0)(¥x € O5(Xo)) f(x) < h(x) < g(x), potom h je spojita v bode Xg.

Poznamky:
— podmienka f(xo) = g(Xo) = h(Xo) sa z predpokladov neda vynechat!
— spojita funkcia v bode Xo je ohranicena na nejakom okoli bodu xq

Veta (algebrické operacie so spojitostou funkcie)

Nech f, g su spojité v bode xo € Df N Dy. Potom f + g, f - g a |f| su spojité
v bode Xq. Ak naviac g(Xo) # 0, tak aj é je spojita v bode Xg.

Poznamky a priklady:

— mocninna funkcia mogy : x — x™, m € Z, je spojita v kazdom bode x, € R \ {0}
(vynimky?);

— polyném P(x) = anXx" + - - - + a1X + ap je spojitd funkcia v kazdom bode X, € R;

— racionalna funkcia R(x) = g‘&; je spojitd v kazdom xo € R\ {z € R; Q(z) = 0};
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Operacie so spojitymi funkciami — zopakovanie
Pripomenutie: funkcia je trivialne spojita v kazdom izolovanom bode svojho definicného oboru!
funkcia f je spojita v hromadnom bode xg € Df < M Iin;( f(x) = f(xp)
—Xo0

Veta (o spojitosti zloZenej funkcie)

Nech g je spojita v bode xg € Dy a f je spojita v bode yo = g(Xo) € Dy.
Potom f o g je spojita v bode Xo.

Poznamky:
— Veta o spojitosti zloZenej funkcie v pripade hromadného bodu xo € Dy a
hromadného bodu y, = g(Xo) € Dy tvrdi, Ze

i @led)=elee A I G67)=Ee) = I (e gley)= L i) = oa)tol

€o je nami ,tizobne" oCakavany vysledok legalizujuci mnohé nase vypocty
prevadzané doteraz!

— aké su podstatné rozdiely medzi Vetou o spoijitosti zlozenej funkcie a Vetou o limite
zlozenej funkcie?

— Veta o spojitosti zloZenej funkcie dava iba postacujicu podmienku spojitosti
kompozicie, nie vSak nutnu, ako uz vieme z prikladu f = g = x uvedeného pri Vete
o limite zloZenej funkcie

Ondrej Hutnik Matematicka analyza FRP
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Operécie so spojitymi funkciami

VSetky z&kladné elementarne funkcie su spojité v kazdom bode svojho
definicného oboru.

konstantna funkcia, identita, mocninna funkcia mog, pre m € Z
polyném, racionalna lomena funkcia

exponencialna funkcia €*

hyperbolické funkcie

v3eobecna exponencialna funkcia a* = e "2 prea>0,a#lax € R
funkcia sinus a kosinus: cos x = sin (g — x) prex e R

ostatné goniometrické funkcie

logaritmicka funkcia, vS8eobecna mocninna funkcia mog, pre a € R,
cyklometrické a hyperbolometrické funkcie — Coskoro (veta o spojitosti
inverznej funkcie)

R NENENENENENEN

Poznamka: aj mnohé neelementarne funkcie st spojité na svojich definiénych oboroch, napr. integréalny sinus
X sint o
Si(x) = / = dt, Eulerova gama funkcia I'(x) = / 1 dt, atd. (zatial sme na porozumenie a zdévodnenie toho
0 0
nevyzreli :)), ale neelementarne funkcie sgn €i E nie st spojité!
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