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Séria tloh 2: Matematicka indukcia

Aj opice sii schopné vyhodit kamen do vijsky a pozorovat jeho pdd, avsak iba clovek vie vyrdtat tento jav.
Len ked’ pocitam, som sim sebou: Computo ergo sum.

Uloha 1. Dokazte, Ze pre vsetky prirodzené ¢isla n plati:
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Uloha 2. Kde je chyba v nasledujicom dokaze tvrdenia
(vneNU{0})1-3°43-3"+5-32+...+ (2n4+1)-3" =n-3"T1?
Dokaz: Nech vyrok plati pre nejaké k € Ng. Potom
1-39 4331+ 4 (2k+3) - 38 = k- 381 1 (2k +3) - 3M = 3k +3) - 38T = (kK 4+ 1) - 372

¢o sme cheeli dokazat.

Uloha 3. Dokazte, 7e plati:

a) (VneNn>2)n+1<2"
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1 1 11
e — >
) meEN) o T T o T 5 23
d) (vn € N) (2n)! < 22" (n!)?
11 1
< [l T T T
e)(VnGN)\/ﬁ_l—Fﬂ-i-\/g-i- +\/ﬁ<2\/ﬁ
1
f) (fneN) 2 (Vn+ —\/ﬁ)<ﬁ<2(f—\/n—1)
4
g)(VnEN,nEQ)13+23+~~+(n—1)3<%<13+23+---+n3
o (2n)!
>
h) (Vn e N,n > 2) —— < (D)2




UMV/MANb/19 Tento materidl vznikol za podpory grantu VVGS-2019-1389

1 1 1
D (REN) s f 2 g <1
i) (Vn € )2+6+ +(n+1)(n+2)<
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< Zsinxk, kde x1,...,xz, € (0,7)
k=1

Uloha 4. Lucasove &isla L,, n € N, st dané pociatocnymi hodnotami £; = 1, Lo = 3 a rekurentnym

vztahom
Lyn=Ly1+Lp2, n=>3.

Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati £, < (1,75)™.
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Uloha 5. Nech H,, =1+ 3 + .-+ —. Dokézte, ze pre kazdé prirodzené ¢éislo n plati
n

a) Hy + Ha + o Ho = (0 + )My —n b)* 1+ 2 < Han.

Uloha 6. Kde je chyba v nasledujicom dokaze tvrdenia
Pre kazdé n € N plati, ze ak x,y € N také, ze max{z,y} =n, tak x = y?

Dokaz: Ak n = 1 a max{z,y} = 1, tak x = 1 a y = 1. Nech vyrok plati pre nejaké k € Ny, teda ak
x,y € N st také, ze max{z,y} = k, tak x = y. Potom ale tvrdenie max{z,y} = k + 1 je ekvivalentné s
max{x — 1,y — 1} = k, ¢o podla indukéného predpokladu znamend, ze x — 1 = y — 1, ¢ize x = y. Podla Vety
o matematickej indukcii vyrok plati pre kazdé n € N.

Uloha 7. Nijdite zlozené funkcie fo = fo f,fs=fofof,...fa=fo---of, n€eN, ak:
N—_————

a) fry=1+u b) fry=1-u C)f:y=1l_$
Uloha 8. N3jdite derivaciu n-tého radu funkcie y = f (z), ak

a) y =1In(z+a), a € R; b))y =+v1+ux; c)y:2+15x
Uloha 9. Dokéte, 7e pre kazdé x > 0 a n € N plati

a) (h:f)(n) = (_;1):171‘ (Inz — Hy); b) (x”fl e%)(n) = (x_ni)ln es.

Uloha 10. * Dokazte AG-nerovnost:

(Vn e N)(Va, >0) a1 -az...an < <a1+a22...+an) |

* — {iloha, za spravne vyriesenie ktorej ziska prvy riesitel 1 bonusovy bod k priebeznému hodnoteniu




